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Abstrak 
 
Selama ini virus diasosiasikan sebagai penyebab utama terjadinya berbagai penyakit. Namun, studi 
terbaru menunjukkan setidaknya ada beberapa virus yang memiliki kemampuan anti kanker yang dapat 
digunakan untuk terapi kanker metastatis. Salah satunya adalah virus anti kanker oncolytic. Virus ini 
dipelajari karena perlakuannya terhadap sel kanker, yang mampu menginfeksi dan memecahkan sel-sel 
kanker tanpa merusak sel normal. Interaksi antara tumor dengan virus oncolytic sangat kompleks dan 
tidak linear. Penyembuhan sel tumor dengan pemberian virus oncolytic dimodelkan secara matematis. 
Model tersebut menggambarkan suatu interaksi antara dua jenis sel tumor, yaitu sel tumor terjangkit 
virus oncolytic dan sel tumor yang tidak terjangkit virus oncolytic. Dalam penelitian ini akan dibahas 
pengaruh perubahan parameter model terhadap kestabilan model secara keseluruhan. Selanjutnya 
ditunjukkan bahwa terapi virus oncolytic sebagai terapi penyembuhan tumor sangat bergantung pada 
nilai parameter, karena pemberian parameter yang berbeda maka akan menunjukkan berbagai perilaku  
sel tumor. 
 
Kata kunci : virus oncolytic, model tumor, kestabilan, permodelan matematika. 
 
 
1   Pendahuluan 
Selama ini virus diasosiasikan sebagai penyebab utama terjadinya berbagai 
penyakit. Namun, studi terbaru menunjukkan setidaknya ada beberapa virus yang 
memiliki kemampuan anti kanker yang dapat digunakan untuk terapi kanker metastatis. 
Salah satunya virus anti kanker oncolytic. Virus ini dipelajari karena perlakuannya 
terhadap sel kanker, yang mampu menginfeksi dan memecahkan sel-sel kanker tanpa 
merusak sel normal.  
Penginfeksian virus terhadap tumor dilakukan dengan menyuntikkan virus ini 
langsung ke tumor yang ada dalam tubuh pasien. Interaksi di antara tumor dengan virus 
oncolytic sangat kompleks dan tidak linear. Penyembuhan sel tumor dengan pemberian 
virus oncolytic dimodelkan secara matematis pertama kali oleh Wodartz (2001). Model 
tersebut menggambarkan suatu interaksi antara 2 jenis sel tumor, yaitu sel tumor yang 
terjangkit virus oncolytic dan sel tumor yang tidak terjangkit virus oncolytic. Bentuk 
model Wodartz dapat dituliskan sebagai berikut 
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dengan X merupakan jumlah sel tumor yang tidak terinfeksi virus oncolytic dan Y 
merupakan jumlah sel tumor yang terinfeksi virus oncolytic. Selain itu diketahui pula 
bahwa ( , ), 1, 2i X Y if =  adalah fungsi pertumbuhan sel tumor yang tidak terinfeksi oleh 
virus oncolytic per kapita dan ( , )g X Y  mewakili suatu fungsi yang mendeskripsikan 
kekuatan dari penginfeksian virus oncolytic terhadap sel tumor, yaitu angka dari sel 
tumor yang baru terjangkit oleh virus oncolytic per satuan waktu. 
Model dinamika infeksi virus oncolytic terhadap sel tumor ini selanjutnya diteliti 
oleh Novozhilov et al (2006) yang selanjutnya dikembangkan oleh Agarwal & Archana 
(2011) dengan model sebagai berikut  
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Pada model (1) X merupakan jumlah sel tumor yang tidak terinfeksi virus oncolytic, Y 
merupakan jumlah sel tumor yang terinfeksi virus oncolyti, dX
dt
adalah laju pertumbuhan 
jumlah sel tumor yang tidak terinfeksi virus oncolytic per satuan waktu dan dY
dt
 adalah 
laju pertumbuhan jumlah sel tumor yang terinfeksi virus oncolytic per satuan waktu, r1 
adalah proporsi laju pertumbuhan sel tumor yang tidak terinfeksi virus oncolytic, r2 
merupakan proporsi laju pertumbuhan sel tumor yang sudah terinfeksi virus oncolytic, K 
adalah daya dukung lingkungan, yaitu kapasitas maksimum populasi antara virus 
oncolytic dengan sel tumor yang dapat tumbuh di lingkungannya, dan ߙ adalah laju 
kematian sel tumor yang terinveksi virus oncolytic. Keberadaan virus oncolytic 
menyebabkan adanya laju transmisi, yaitu laju penggandaan virus yang menginfeksi 
populasi Y dan interaksinya terhadap populasi X yaitu sel tumor tidak terinfeksi, ditulis 
௕௑௒
௑ା௒ା௔
, dengan b merupakan laju penggandaan virus oncolytic dan ܺ ൅ ܻ ൅ ܽ adalah 
faktor kejenuhan virus dalam menginfeksi sel tumor. Berbeda dengan sistem mangsa 
pemangsa, di mana pemangsa dapat mengalami kejenuhan tingkat pemangsaan, sel virus 
ini diasumsikan tidak mengalami kejenuhan sehingga faktor ܺ ൅ ܻ ൅ ܽ  diasumsikan 
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bernilai satu, sehingga persamaan penginfeksian virus ini dapat dituliskan dalam model 
yang lebih sederhana, yaitu 
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Untuk analisis berikutnya, persamaan (2) akan ditransformasi dengan cara   
penondimensionalan. Penskalaan ulang ߬ ൌ ݎଵݐ, ݔሺ߬ሻ ൌ ܺሺݐሻ/ܭ , ݕሺ߬ሻ ൌ ܻሺݐሻ/ܭ  akan 
mengubah sistem (2) menjadi sistem berikut 
ௗ௫
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ൌ ߛݕሺ1 െ ሺݔ ൅ ݕሻሻ ൅ βݔݕ െ ߜݕ    (3) 
dengan  β = bK / r1 , δ = α / r1 , γ = r2 / r1. 
 Hasil kajian ini bermanfaat buat pengembangan penggunaan virus penghambat 
sel tumor. Dengan kajian ini diharapkan pengguna dapat menentukan perbandingan 
besaran antarparameter, sehingga sel tumor dari tubuh penderita dapat dihilangkan.  
Analisis model yang digunakan dalam penelitian adalah dengan menentukan kestabilan 
lokal dari setiap titik tetap yang diperoleh dengan menggunakan nilai eigen. Selanjutnya 
untuk menjelaskan solusi dari sistem, digunakan simulasi menggunakan bantuan 
software simbolik. 
2   Hasil dan Pembahasan 
Dengan menyelesaikan persamaan (3) diperoleh titik tetap sebagai berikut :  ଵܶሺ0,0ሻ, 
ଶܶሺ1,0ሻ,  ଷܶ ቀ0,1 െ 
ఋ
ఊ
ቁ,  ସܶ ቀ
βሺγିδሻିδ
βሺγିβିଵሻ ,
δିβ
βሺγିβିଵሻቁ . Tidak semua titik tetap berada pada 
kuadran pertama, sehingga titik tetap pada kuadran pertama berkisar antara 2-4 titik tetap.  
Matriks Jacobi yang bersesuaian dengan pelinearan sistem (3) adalah  
ܣ ൌ ൤
1 െ 2ݔ െ ݕ െ βݕ െݔ െ βݔ
െߛݕ ൅ βݕ ߛሺ1 െ ݔ െ 2ݕሻ െ ߜ ൅ βݔ൨.   (4) 
Titik tetap ଵܶ menyatakan bahwa sel tumor x dan sel tumor terinfeksi virus y akan punah 
dari tubuh penderita tumor, sedangkan titik tetap ଶܶ menyatakan bahwa sel tumor berada 
pada ambang batas maksimal (angka 1) yang merupakan batas kapasitas sel, sedangkan 
sel yang terinfeksi akan punah. Dalam kondisi seperti ini berarti pengobatan dengan virus 
ini mengalami kegagalan total. Titik tetap ଷܶ menyatakan bahwa sel tumor punah tetapi 
sel terinfeksi masih tetap ada dalam tubuh. Keberadaan masing-masing titik tetap tersebut 
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dipengaruhi oleh nilai-nilai parameter model. Eksistensi titik tetap dalam kuadran 
pertama bidang koordinat dijelaskan dalam lema berikut. 
Lema 1. Titik tetap ଵܶ, ଶܶ selalu ada dalam sistem (3). Jika ߜ ൏ ߛ maka titik tetap ଷܶ 
akan berada dalam kuadran pertama.  
Bukti : Karena koordinat ଵܶ, ଶܶ ൒ 0 maka keberadaannya selalu di kuadran pertama. Jika 
ߜ ൏ ߛ maka 1 െ ఋ
ఊ
൐ 0  sehingga ଷܶ ቀ0,1 െ 
ఋ
ఊ
ቁ berada di kuadran pertama. Kestabilan 
Lokal Titik Tetap 
Untuk menentukan dinamika model dalam sistem (3), akan ditentukan terlebih dahulu 
sifat kestabilan lokal dari setiap titik tetap. Perilaku kestabilan sistem ini dipengaruhi oleh 
nilai eigen dari matriks Jacobi untuk setiap titik tetap yang diberikan. Teknik analisis 
yang akan dilakukan ini dapat dilihat dalam Strogatz (1994) dan Tu (1994). 
Lema 2. Titik tetap ଵܶሺ0,0ሻ adalah titik tetap tak stabil jika ߛ ൐ ߜ dan sadel jika ߛ ൏ ߜ. 
Bukti : Matriks Jacobi  ܣሺ ଵܶሻ ൌ ൤
1 0
0 ߛ െ ߜ൨. Nilai eigen matriks tersebut adalah λଵ ൌ 1 
dan λଶ ൌ ߛ െ ߜ . Jika ߛ ൐ ߜ  maka λଵ ൐ 0,λଶ ൐ 0 sehingga titik tetap tak stabil. Jika 
ߛ ൏ ߜ maka λଵ ൐ 0, λଶ ൏ 0 sehingga titik tetap bersifat sadel. 
Lema 3.  Titik tetap ଶܶሺ1,0ሻ adalah titik tetap stabil jika ߚ ൏ ߜ dan sadel jika ߚ ൐ ߜ. 
Bukti : Matriks Jacobi  ܣሺ ଶܶሻ ൌ ൤
െ1 െ1 െ β
0 െߜ ൅ β൨. Nilai eigen matriks tersebut adalah 
λଵ ൌ െ1 dan λଶ ൌ െߜ ൅ β. Jika ߚ ൏ ߜ  maka λଵ ൏ 0,λଶ ൏ 0 sehingga titik tetap stabil. 
Jika ߚ ൐ ߜ   maka λଵ ൏ 0, λଶ ൐ 0 sehingga titik tetap bersifat sadel. 
Lema 4.  Titik tetap ଷܶ ቀ0,1 െ  
ఋ
ఊ
ቁ adalah titik tetap tak stabil jika ߜ ൐ ߛ dan stabil jika 
ߜ ൏ ߛ . 
Bukti : Matriks Jacobi  ܣሺ ଷܶሻ ൌ ቎
δ
γ െ β ቀ1 െ
ఋ
ఊ
ቁ 0
െߛ ቀ1 െ ఋ
ఊ
ቁ ൅ β ቀ1 െ ఋ
ఊ
ቁ െγ ቀ1 െ ఋ
ఊ
ቁ
቏.  Nilai eigen 
matriks tersebut adalah λଵ ൌ െߛ ൅ ߜ  dan λଶ ൌ ఋఊ െ ߚ ቀ1 െ
ఋ
ఊ
ቁ . Jika ߜ ൐ ߛ   maka 
λଵ ൐ 0, λଶ ൐ 0 sehingga titik tetap tidak stabil. Jika ߜ ൏ ߛ  dan ߚߛ ൐ 1   maka λଵ ൏
0,λଶ ൏ 0 sehingga titik tetap bersifat stabil. 
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Karena tingkat kerumitan analisis parameter untuk titik tetap ke-4, maka dalam penelitian 
ini, kestabilan titik tetap ini akan ditentukan melalui simulasi dengan komputer. 
Dari hasil pembahasan di atas, dapat disimpulkan bahwa dengan mengubah beberapa 
nilai parameter maka akan diperoleh kestabilan titik tetap yang berbeda-beda. 
Selanjutnya hasil yang diperoleh dapat dilihat pada Tabel 1 berikut.  
Tabel 1  Tabel kondisi kestabilan titik tetap 
Kondisi ࢀ૚ ࢀ૛ ࢀ૜ 
β<δ<γ Tak stabil stabil Stabil 
γ<δ<β sadel sadel X 
δ<γ, δ<β Tak stabil sadel Stabil 
γ<δ, β<δ sadel stabil X 
 
Teorema  Misalkan diberikan pengobatan tumor menggunakan virus oncolytic yang 
memenuhi sistem persamaan (3). Pengobatan akan berhasil jika memenuhi ߚ ൐ ߜ. 
Selanjutnya jika diberikan tambahan syarat  ߜ ൏ ߛ  maka kestabilan sistem akan menuju 
ke titik tetap ଷܶ dan berakibat pengobatan sangat berhasil. 
Bukti : Berdasarkan Lema 3, jika ߚ ൐ ߜ maka titik tetap ଶܶ akan bersifat sadel sehingga 
untuk ݐ ՜ ∞ maka solusi akan menuju ke titik tetap yang lain. Karena kestabilan titik 
tetap ଶܶ akan mengakibatkan berkembangnya sel tumor ke nilai maksimal dan sel yang 
terkena virus menjadi punah, maka kondisi di atas ( ଶܶ  sadel) akan mengakibatkan 
keberhasilan pengobatan. Selanjutnya berdasarkan Lema 4, kondisi ߜ ൏ ߛ   akan 
mengakibatkan titik tetap ଷܶ bersifat stabil. Kondisi ini mengakibatkan sel tumor akan 
punah dan menyisakan sel tumor yang sudah terinfeksi virus oncolytic, sehingga 
pengobatan sangat berhasil karena semua sel tumor berhasil dihilangkan dari tubuh. 
 
 
3   Simulasi Numerik 
Dalam model ini, nilai parameter yang mudah dikontrol dari luar adalah nilai γ yang 
menyatakan perbandingan laju pertumbuhan sel yang terinfeksi virus dengan laju 
pertumbuhan sel tumor yang tidak terinfeksi virus. Jika nilai γ kecil, berarti laju 
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bertambahnya sel tumor lebih besar dari laju bertambahnya sel yang terinfeksi virus. 
Dalam simulasi ini akan dipilih nilai-nilai parameter  seperti yang disajikan dalam Tabel 
2 berikut. 
Tabel 2. Nilai parameter yang dipilih 
Parameter S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 
β 0.2 0.2 0.2 0.2 0.5 0.5 0.5 0.5 
δ 0.5 0.5 0.5 0.5 0.2 0.2 0.2 0.2 
γ 0.1 0.4 0.9 4 0.1 0.4 0.9 4 
 
Simulasi pertama dilakukan dengan β=0.2 yang nilainya lebih kecil dari δ=0.5. Ini berarti 
tingkat interaksi virus lebih rendah dibandingkan tingkat kematiannya. Selanjutnya 
dipilih nilai γ yang berbeda-beda.  
 
 
 
 
 
 
 
γ=0.1 γ=0.4 
Gambar 1 Bidang fase untuk nilai β=0.2, δ=0.5, γ=0.1 dan 0.4 
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Dari Gambar 1 di atas terlihat bahwa pada saat kondisi γ sangat kecil, penyembuhan 
dengan virus oncolytic tidak menampakkan hasil, bahkan cenderung gagal. Dalam 
Gambar 2 berikut ditunjukkan bahwa pemilihan nilai γ yang lebih besar dari nilai δ, akan 
menambah keberadaan titik tetap ke-3 yang stabil, walaupun titik tetap ke-2 masih stabil, 
sehingga dalam kondisi seperti ini, seorang dokter harus hati-hati dalam memberikan 
dosis penyuntikan virus. Semakin banyak sel tumor yang ada dalam tubuh, banyaknya 
virus juga harus diperbanyak. 
γ=0.9 γ=4 
Gambar 2 Bidang fase untuk nilai β=0.2, δ=0.5,  γ=0.9 dan 4 
Simulasi kedua dilakukan dengan β=0.5 yang nilainya lebih besar dari δ=0.2. Hal ini 
berarti tingkat interaksi virus lebih tinggi dibandingkan tingkat kematiannya. Selanjutnya 
dipilih nilai γ yang berbeda-beda.  
Dari Gambar 3 terlihat bahwa pada saat kondisi γ sangat kecil, muncul titik tetap ke-4 
yang stabil. Selanjutnya dengan bertambahnya nilai γ, maka titik tetap ke 4 akan 
menghilang dan bergabung menjadi titik tetap ke 3 yang stabil juga (lihat Gambar 4). 
Oleh karena itu, penyembuhan dengan virus oncolytic untuk kasus ini selalu  
menampakkan hasil, bahkan jika nilai γ diperbesar akan mengakibatkan sel tumor punah 
karena kestabilannya menuju titik tetap ke-3.  
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
PROSIDING                                                                                          ISBN : 978 – 979 – 16353 – 6 – 3         
Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika 
Yogyakarta, 3 Desember 2011                                                                                                                  
MT ‐ 28 
 
  
Gambar 3. Bidang fase untuk nilai β=0.5, δ=0.2,  γ=0.1 dan 0.3 
 
 
 
 
 
γ=0.9 γ=4 
 
Gambar 4. Bidang fase untuk nilai β=0.5, δ=0.2, γ=0.9 dan 4 
4   Kesimpulan dan Saran 
 Model yang dibahas ini menggambarkan perilaku dinamik sel tumor dan sel tumor 
lain yang terinfeksi oleh virus oncolytic, yang sengaja dimasukkan dalam tubuh penderita 
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tumor untuk menghambat laju pertumbuhan sel tumor tersebut. Laju pertumbuhan set 
tumor dan sel tumor yang terinfeksi virus dipengaruhi oleh 3 parameter. Parameter ke-1 
merupakan laju penambahan/pengurangan sel karena adanya interaksi dari dua kelompok 
sel tersebut. Parameter ke-2 merupakan laju kematian sel yang terinfeksi virus. Parameter 
ke-3 merupakan perbandingan antara laju pertumbuhan intrinsik sel yang terinfeksi virus 
dengan laju pertumbuhan intrinsik sel tumor.  
 Jika nilai parameter ke-1 lebih kecil dari parameter ke-2 maka pengobatan dengan 
virus ini tidak terlalu berhasil. Keberhasilan hanya dapat dilakukan dengan memilih 
parameter ke-3 yang jauh lebih besar dari 2 parameter lainnya, sehingga jika virus 
oncolytic yang digunakan dalam pengobatan memiliki pengaruh yang tidak terlalu besar 
terhadap perubahan sel tumor, maka dibutuhkan pemberian sel virus yang cukup banyak 
untuk menghalau laju pertumbuhan sel tumor. 
 Jika nilai parametr ke-1 lebih besar dari parameter ke-2, maka pengobatan berhasil. 
Dengan nilai parameter ke-3 yang masih kecil, keberhasilan pengobatan sudah kelihatan 
berhasil, yaitu dengan melihat kestabilan sistem yang mengarah ke arah punahnya sel 
tumor. Dengan menaikkan nilai parameter ini, tingkat keberhasilan pengobatan cukup 
menjanjikan. 
 Model ini masih perlu banyak dikembangkan, salah satunya dengan memberi 
berbagai macam asumsi, termasuk menambahkan ke dalam model pengaruh tingkat 
kekuatan tubuh penderita terhadap infeksi virus ke dalam tubuhnya. 
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